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ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

районный/муниципальный тур, 5 февраля 2022 года, XII класс 

СХЕМА ПРОВЕРКИ ТЕСТА 

Примечание. Правильное решение каждой задачи оценивается в 7 баллов. 

 

12.1. Сравните:  

∫
2𝑥 + 5

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)(𝑥 + 4) + 2

0

 −1 

𝑑𝑥   и   
𝜋

6
. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. 

𝐼 = ∫
2𝑥 + 5

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)(𝑥 + 4) + 2

0

 −1

𝑑𝑥 = 

= ∫
2𝑥 + 5

(𝑥2 + 5𝑥 + 4)(𝑥2 + 5𝑥 + 6) + 2

0

 −1

𝑑𝑥 = 

2 балла 

2. = |

𝑡 = 𝑥2 + 5𝑥 + 5
𝑑𝑡 = (2𝑥 + 5)𝑑𝑥
𝑥 = −1 ⇒ 𝑡 = 1
𝑥 = 0 ⇒ 𝑡 = 5

| = 2 балла 

3. = ∫
𝑑𝑡

(𝑡 − 1)(𝑡 + 1) + 2

5

1

= ∫
𝑑𝑡

𝑡2 + 1

5

1

𝑑𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡 |
5

1
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 5 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔1 1 балл 

4. Получение 𝐼 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
2

3
 1 балл 

5. Получение 𝐼 >
𝜋

6
 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

 

12.2. Прямоугольники 𝑀𝑁𝑃𝑄 и 𝐴𝐵𝐶𝐷  лежат в двух взаимно перпендикулярных плоскостях так, что точки 

𝑀, 𝑁, 𝐴, 𝐷 принадлежат одной прямой и 𝑀𝑁 = 𝑎, 𝑁𝑃 = 𝑏, 𝐴𝐵 = 𝑐, 𝐴𝐷 = 𝑑. Найдите величину угла между 

прямыми 𝑀𝑃 и 𝐵𝐷.  

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. 

Идентифицирование запрошенного угла, через дополнителъные построения, 

например через построение прямого параллелепипеда 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 так, 

что 𝐴𝐷1 ∥ 𝑀𝑃.  
1 балл 

2. cos 𝛼 =
𝑎

√𝑎2+𝑏2
, где 𝛼 = 𝑚(∠𝑃𝑀𝑁) 1 балл 

3. 𝐶1𝐶 = 𝑑tg𝛼 1 балл 
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4. 𝐵𝐶1 =
𝑑

cos 𝛼
 1 балл 

5. 𝐷𝐶1
2 = 𝑐2 + 𝑑2𝑡𝑔2𝛼 1 балл 

6. 
Применение теоремы косинусов и получение 

𝑐2 + 𝑑2𝑡𝑔2𝛼 = 𝑐2 + 𝑑2 +
𝑑2

cos2 𝛼
− 2√𝑐2 + 𝑑2 ∙

𝑑

cos 𝛼
cos 𝛽, где 𝛽 = 𝑚(∠𝐷𝐵𝐶1) 

1 балл 

7. 
cos 𝛽 =

𝑑 cos 𝛼

√𝑐2+𝑑2
=

𝑎𝑑

√𝑎2+𝑏2√𝑐2+𝑑2
  и получение величины угла, равного 

acrcos
𝑎𝑑

√𝑎2+𝑏2√𝑐2+𝑑2
 

1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

12.3. Дана матрица  𝐴 = (
1 + 434042 432021 + 474042 472021 + 1
1 + 436063 434042 + 476063 474042 + 1
1 + 438084 436063 + 478084 476063 + 1

).  

Докажите, что 𝑑𝑒𝑡𝐴 делится на число 20212021 ∙ 2022.   

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = |
1 + 434042 432021 472021 + 1
1 + 436063 434042 474042 + 1
1 + 438084 436063 476063 + 1

|

+ |
1 + 434042 474042 472021 + 1
1 + 436063 476063 474042 + 1
1 + 438084 478084 476063 + 1

| 

1 балл 

2. |
1 + 434042 432021 472021 + 1
1 + 436063 434042 474042 + 1
1 + 438084 436063 476063 + 1

| = |
1 432021 472021 + 1
1 434042 474042 + 1
1 436063 476063 + 1

| = 1 балл 

3. 
= |

1 432021 472021

1 434042 474042

1 436063 476063

| = 432021472021 |
1 1 1
1 432021 472021

1 434042 474042
| =

= 20212021(432021 − 1)(472021 − 432021)(472021 − 1) 

1 балл 

4. 

|
1 + 434042 474042 472021 + 1
1 + 436063 476063 474042 + 1
1 + 438084 478084 476063 + 1

| = |
1 + 434042 474042 1
1 + 436063 476063 1
1 + 438084 478084 1

| =

= |
434042 474042 1
436063 476063 1
438084 478084 1

| = 

1 балл 

5. 
= 20214042 |

1 1 1
432021 472021 1
434042 474042 1

| = 

= 20214042(432021 − 1)(472021 − 432021)(472021 − 1) 

1 балл 

6. 20212021 + 1 делится на число  2022 1 балл 

7. 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 

= 20212021(20212021 + 1)(432021 − 1)(472021 − 432021)(472021 − 1) делится 

на число 20212021 ∙ 2022 
1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 
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12.4. Найдите все пары  дифференцируемых функций (𝑓, 𝑔), 𝑓, 𝑔: (0; 
𝜋

2
) → ℝ такие, что функция 

𝑢: (0; 
𝜋

2
) → ℝ, 𝑢(𝑥) = tg𝑥 ∙ 𝑓(𝑥), является первообразной функции 𝑔, а функция 𝑣: (0; 

𝜋

2
) → ℝ,

𝑣(𝑥) = tg𝑥 ∙ 𝑔(𝑥), является первообразной функции 𝑓. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. {

1

cos2𝑥
(𝑓 + 𝑔)(𝑥) + tg𝑥 ∙ (𝑓 + 𝑔)′(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥)

1

cos2𝑥
(𝑓 − 𝑔)(𝑥) + tg𝑥 ∙ (𝑓 − 𝑔)′(𝑥) = −(𝑓 − 𝑔)(𝑥)

 1 балл 

2. 
1

cos2𝑥
(𝑓 + 𝑔)(𝑥) + tg𝑥 ∙ (𝑓 + 𝑔)′(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥) ⇔ (

1

cos  𝑥
 (𝑓 + 𝑔)(𝑥))

′

= 0 2 балла 

3. 
1

cos2𝑥
(𝑓 − 𝑔)(𝑥) + tg𝑥 ∙ (𝑓 − 𝑔)′(𝑥) = −(𝑓 − 𝑔)(𝑥) ⇔ (

sin2 𝑥

cos 𝑥
(𝑓 − 𝑔)(𝑥))

′

= 0 2 балла 

4. {
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝐶1cos 𝑥 , 𝐶1 ∈ ℝ

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) =
𝐶2 cos 𝑥

sin2 𝑥
, 𝐶2 ∈ ℝ

 1 балл 

5. {
𝑓(𝑥) =

cos 𝑥

2
(𝐶1 +

𝐶2

sin2 𝑥
),   𝐶1 ∈ ℝ, 𝐶2 ∈ ℝ

𝑔(𝑥) =
cos 𝑥

2
(𝐶1 −

𝐶2

sin2 𝑥
) , 𝐶1 ∈ ℝ, 𝐶2 ∈ ℝ

 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 

 

12.5. Пусть 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 комплексные числа такие, что  |𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 1 и  

(𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3)2 = 𝑧1𝑧2𝑧3.  Докажите, что  (𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3)2021 = 𝑧1
2021 + 𝑧2

2021 + 𝑧3
2021.  

Решение 1 со схемой распределения баллов для  

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Получение  |𝑧4| = 1, где  𝑧4 = 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3 1 балл 

2. Получение  𝑧4 = 𝑧1 + 𝑧2+𝑧3 1 балл 

3. Получение [
𝑞 = 1

𝑧1 = −𝑞,
 unde  

𝑧4

𝑧1
=

𝑧2𝑧3

𝑧4
= 𝑞, 𝑞 ∈ ℂ 2 балла 

4. Доказательство равенства, при 𝑞 = 1  1 балл 

5. Доказательство равенства, при  𝑧1 = −𝑞 2 балла 

 Общее количество баллов 7 баллов 
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Решение 2 со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Получение  |𝑧4| = 1, где  𝑧4 = 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3 1 балл 

2. Получение  𝑧4 = 𝑧1 + 𝑧2+𝑧3 1 балл 

3. Получение (𝑧2 + 𝑧3)(1 − 𝑧1)(𝑧1 + 𝑧3)(1 − 𝑧2)(𝑧1 + 𝑧2)(1 − 𝑧3) = 0 2 балла 

4. Доказательство равенства, при 𝑧1 = 1  1 балл 

5. Доказательство равенства, при  𝑧1 + 𝑧2 = 0 1 балл 

6. Констатирование симметрии условий и завершение доказательства 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Решение 3 со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения 
Количество 

баллов 

1. Получение |𝑧4| = 1, где 𝑧4 = 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3 1 балл 

2. Получение  𝑧4 = 𝑧1 + 𝑧2+𝑧3 1 балл 

3. 
Геометрическая интерпретация комплексных чисел 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 и 𝑧5 = −𝑧4, 

через векторы и получение замкнутой ломанной 𝐴𝐵𝐶𝐷  
2 балла 

4. Получение, что 𝐴𝐵𝐶𝐷 – ромб (включая вырожденный случай) 1 балл 

5. Получение 𝑧2 = 𝑧4, 𝑧1 = −𝑧3 1 балл 

6. Получение 𝑧4
2021 − 𝑧1

2021 − 𝑧2
2021 − 𝑧3

2021 = 0 и завершение доказательства 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 


