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ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
районный/муниципальный тур, 4 февраля 2021 года, XII класс 

СХЕМА ПРОВЕРКИ ТЕСТА 

Примечание. Правильное решение каждой задачи оценивается в 7 баллов. 
 

12.1. Дана функция 𝑓𝑓:ℝ → ℝ,𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥2)−
3
2.  Вычислите числовое значение площади фигуры, 

ограниченной графиком функции 𝑓𝑓, касательной к графику функции 𝑓𝑓 в точке с абсциссой 𝑥𝑥 = 0 
и прямой 𝑥𝑥 = √3. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. Показывает, что 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥(1 + 𝑥𝑥2)−
5
2 1 балл 

2. 𝑦𝑦 = 1 – уравнение касательной к графику  𝑓𝑓 в точке с абсциссой  𝑥𝑥 = 0 1 балл 

3. Показывает, что 1

(1+𝑥𝑥2)
3
2
≤ 1,∀𝑥𝑥 ∈ ℝ 1 балл 

4. Получение, что 𝐴𝐴 = ∫ �1 − (1 + 𝑥𝑥2)−
3
2�√3

0 𝑑𝑑𝑥𝑥 1 балл 

5. 
�

�

𝑥𝑥 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
1

cos2 𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥 = 0 ⇒ 𝑡𝑡 = 0
𝑥𝑥 = √3 ⇒ 𝑡𝑡 =

𝜋𝜋
3

�

�
 2 балла 

6. Получение 𝐴𝐴 = √3 − ∫ cos 𝑡𝑡
𝜋𝜋
3

 0  𝑑𝑑𝑡𝑡 = √3
2

. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 
 

12.2. Плоские углы при вершине 𝑉𝑉 пирамиды 𝑉𝑉𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉 равны 90°. Площади боковых граней 𝑉𝑉𝐴𝐴𝑉𝑉 и 
𝑉𝑉𝐴𝐴𝑉𝑉 равны 3 см2 и 4 см2, соответственно. Двугранный угол между плоскостями 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 и 𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉 равен 
30°. Найдите площадь основания 𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

2. Построение двугранного угла между плоскостями 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 и 𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉 и получение, 
что 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝑉𝑉𝐴𝐴 2 балла 

3. Получение, что  𝑉𝑉𝐴𝐴 ∙ 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 6,𝑉𝑉𝐴𝐴 ∙ 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 8 2 балла 
4. Получение, что 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 10

𝑉𝑉𝑉𝑉
 1 балл 

5. Получение, что 𝒜𝒜𝑉𝑉𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
∙ 10
𝑉𝑉𝑉𝑉
∙ 2𝑉𝑉𝐴𝐴 = 10 (cм2) 2 балла 

 Общее количество баллов 7 баллов 
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12.3. Найдите комплексные числа 𝑧𝑧,  для которых  |𝑧𝑧| = 2023 и |𝑧𝑧2023 + (𝑧𝑧̅)2023| = 20232023, где 
𝑧𝑧̅ – комплексное сопряжённое к числу 𝑧𝑧. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количеств
о баллов 

1. 𝑧𝑧 = 2023(cos𝜑𝜑 + 𝑖𝑖 sin𝜑𝜑),  unde 𝜑𝜑 ∈ (−𝜋𝜋;  𝜋𝜋]. 1 балл 
2. Получение, что  𝑧𝑧2023 = 20232023(cos(2023𝜑𝜑) + 𝑖𝑖 sin(2023𝜑𝜑)) 1 балл 
3. Получение, что (𝑧𝑧̅)2023 = 20232023(cos(2023𝜑𝜑) − 𝑖𝑖 sin(2023𝜑𝜑)) 2 балла 
4. Получение  |cos(2023𝜑𝜑)| = 1

2
 1 балл 

5. Получение, что �
𝜑𝜑 = 𝜋𝜋

6069
+ 𝑘𝑘𝜋𝜋

2023
,𝑘𝑘 ∈ {−2023,−2022, … , 2021, 2022}

𝜑𝜑 = − 𝜋𝜋
6069

+ 𝑘𝑘𝜋𝜋
2023

,𝑘𝑘 ∈ {−2022,−2021 … , 2022, 2023}
 2 балла 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 
 

12.4. Дана функция 𝑓𝑓: (1; +∞) → ℝ, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥+2
𝑥𝑥4+2𝑥𝑥3−𝑥𝑥2−2𝑥𝑥

. Пусть 𝐹𝐹: (1; +∞) → ℝ - первообразная 

функции 𝑓𝑓 такая, что 𝐹𝐹(2) = ln 2
3

. Вычислите 
lim
𝑛𝑛→+∞

(𝐹𝐹(2) + 𝐹𝐹(3) + ⋯+ 𝐹𝐹(𝑛𝑛)). 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количеств
о баллов 

1. 
Запись  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
4𝑥𝑥 + 2

𝑥𝑥4 + 2𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
=

4𝑥𝑥 + 2
(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥)(𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 2) =

1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥

−
1

𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 2
 2 балла 

2. Получение, что 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ln 𝑥𝑥−1
𝑥𝑥
− ln 𝑥𝑥+1

𝑥𝑥+2
+ 𝑉𝑉 1 балл 

3. Получение 𝑉𝑉 = 0  1 балл 

4. Получение 𝐹𝐹(2) + 𝐹𝐹(3) + ⋯+ 𝐹𝐹(𝑛𝑛) = ln 1
2

+ ln 2
3
− ln 𝑛𝑛

𝑛𝑛+1
− ln 𝑛𝑛+1

𝑛𝑛+2
  2 балла 

5. 
Получение lim

𝑛𝑛→+∞
�𝐹𝐹(2) + 𝐹𝐹(3) + ⋯+ 𝐹𝐹(𝑛𝑛)� = 

= lim
𝑛𝑛→+∞

�ln
1
2

+ ln
2
3
− ln

𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1

− ln
𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 2

� = − ln 3 
1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 
 
  



3 
 

 
12.5. Найдите квадратные матрицы 𝑋𝑋, второго порядка, элементы которых являются целыми 
числами, такие, что 

𝑋𝑋3 − 3𝑋𝑋2 = �−2 0
2 −4�. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. 
Получение, что для матрицы  𝑋𝑋 справедливо тождество 

�−2 0
2 −4� = �−2 0

2 −4�𝑋𝑋 1 балл 

2. Получение   𝑋𝑋 = �𝑎𝑎 0
𝑐𝑐 𝑎𝑎 − 𝑐𝑐� 1 балл 

3. 
Получение  

𝑋𝑋3 − 3𝑋𝑋2 = � 𝑎𝑎3 − 3𝑎𝑎2 0
3𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 3𝑎𝑎𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3 − 6𝑎𝑎𝑐𝑐 + 3𝑐𝑐2 (𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)3 − 3(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)2� 1 балл 

4. Получение системы �
𝑎𝑎2(𝑎𝑎 − 3) = −2

(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)2(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 − 3) = −4
3𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 3𝑎𝑎𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3 − 6𝑎𝑎𝑐𝑐 + 3𝑐𝑐2 = 2

 1 балл 

5. Решение на ℤ × ℤ  системы  �
𝑎𝑎2(𝑎𝑎 − 3) = −2

(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)2(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 − 3) = −4
3𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 3𝑎𝑎𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3 − 6𝑎𝑎𝑐𝑐 + 3𝑐𝑐2 = 2

 

 

2 балла 

6. Запись правильного ответа:  𝑋𝑋 = � 1 0
−1 2� или   𝑋𝑋 = �1 0

2 −  1� 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 


