OLIMPIADA LA MATEMATICA
etapa raionald/municipala, 4 februarie 2023, Clasa a XII — a
SOLUTII
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12.1. Fie functia f: R - R, f(x) = (1 + x?)72. Calculati valoarea numerica a ariei figurii marginite de
graficul functiei f, de tangenta la graficul functiei f in punctul de abscisa x = 0 si de dreapta x = /3.

Solutie.

5
Deterindim f'(x) = —3x(1 +x2)7z, f'(0) =0, f(0) = 1, de unde obtinem ci y = 1 este ecuatia
tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x = 0.

< o1 . " . .
Observam ca 3 < 1,Vx € R, iar ,,=" are loc doar pentru x = 0. Atunci aria figurii marginite de
(1+x2)2

graficul functiei f, de tangenta la graficul functiei f in punctul de abscisa x = 0 si de dreapta x = /3 este
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Notd. Pentru calcularea integralei [ ;/5(1 + x%) "z dx poate fi aplicatd substitutia Euler Vx2 + 1 = x + ¢.

12.2. Unghiurile plane de la varful V al piramidei VABC sunt de 90°. Ariile fetelor VAB si VAC sunt egale
cu 3 cm? si respectiv 4 cm?. Unghiul diedru format de planele VBC si ABC este de 30°. Determinati aria
bazei ABC.

Solutie. Consideram punctul M € BC, astfel incat AM L BC. Atunci VM L BC.

AV 1 (BVC) implica AV L VM si respectiv AAVM - dreptunghic in V.

Conform datelor problemei m(£VMA) = 30°. Atunci

AM = 2VA.
Din datele problemei A,z = 3 cm?
© VA-VB =6,
Ayyc =4cem’e VA-VC =8.
Atunci

Ber = v rver= () + (%) =%
B -~ \v4 VA] VA
Appc = %BC - AM, ceea ce implica

Anpc =572 2VA = 10 (cm?).




12.3. Determinati numerele complexe z, pentru care |z| = 2023 si |z2923 + (2)2923| = 20232923, unde
Z este conjugatul numarului z.

Solutie. |z| = 2023 implicd z = 2023(cos ¢ + isin¢), unde ¢ € (—m; m]. Atunci
72023 = 20232923(c0s(2023¢) + isin(2023¢)), (2)2°23 = 20232923 (cos(2023¢) — i sin(2023¢)).

1
|22923 + (2)2923] = 20232923 & |cos(2023¢)| = 5©

T kT
- Tk e{=2023,-2022,..,2021,2022
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4x+2
x*+2x3—x2-2x

12.4. Fie functia f:(1; +0) - R, f(x) = . Fie F:(1; 400) - R primitiva functiei f,

pentru care F(2) = lné. Calculati
nlirpoo(F(Z) + F(3) + -+ F(n)).

Solutie.
L 4x+2 4x+2 (x2+43x+2)—(x2-x) 1 1
Putem scrieca f(x) = = = = — .
f( ) x*+2x3-x2-2x (x2=x)(x2+43x+2) (x2=x)(x2+43x+2) x2—x  x2+3x+2
x+1 x+1

Atunci F(x) = lnxT_l—ln +C.F(2) = lng implica C = 0si F(x) = lnxT_l—ln—

F(2) + F(3) + -+ F(n) = e
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+1In —In + In —1In =
n—1 n+1 n n+2
2 n n+1

=ln§+ln§—lnn+1—lnn+2.

Atunci

lim (F(2) + F(3) + -~ + F(n)) = li (11+12 In— 1”“)— In3
wﬂk 00-_wﬂk n2 n3 nn+1 nn+2 B e

12.5. Determinati matricele X, patratice de ordinul 2, elementele carora sunt numere intregi si pentru care
-2 0
X3 —3x% = ( )
2 -4
Solutie. Deoarece

xt-a = (7 O)x xt-se=x(TF ) mplica x (7 0)=(37 °)x
Fie X = (CCL 2) ,a,b,c,d € 7. Atunci ultima egalitate este echivaleta cu

(Z Z) (_22 —04) = (_22 —04) (Ccl Z) < (:32152 :23) = (Za_zallc Zb_—zid) <



ﬁ{dizgc

Atunci X? = (

, ceea ce implicd X = (a 0 )

aZ

2ac — c?

< (3azc —

Am obtinut ca

x=("

-1 2

c a—=c¢

D)= (
(a—c)?)’ 3a?c — 3ac? + ¢3

X3 —3X?% =

a3 — 3a?
3ac? 4 c® — 6ac + 3c?

a3 0

(7 )=
0
(a—c)*—3(a——c)?

a’(a—3)=-2
—c-3N=—-4

A (a—c)(a

(a — c)3>'

)=(7

3a?c —3ac? +c3 —6ac+3c? =2
a=1 {azl
C=_1 C:—l
< [c=2 < a=1"
3a?c —3ac?+c® —6ac+3c*? =2 c=2

0) sau X=(% _01

).



