OLIMPIADA LA MATEMATICA
etapa raionalid/municipala, 5 februarie 2022, Clasa a I1X-a
BAREM DE EVALUARE

Remarca. Rezolvarea corectd a fiecarei probleme se apreciaza cu 7 puncte.

2|2

9.1. Numerele reale asi b satisfac egalitatea 4—2b4 =1. Aflati toate valorile numerice posibile ale fractiei
a

2 2
20
a“+b
Rezolvare cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat
a’b’
1. | Obtine echivalenta ot = l<a’-b*—b*-a’h®=0. 1 punct
a —
Obtine egalitatea (a® —b*)(a”*+b*)—b*(a® +b*)=0. 1 punct
Obtine egalitatea (a° +b*)(a®>—2b*) =0. 1 punct
a2 =—b?
4. | Obtine totalitatea de egalitatati ’ 1 punct
|a% =2b%;
. : .. [a=b=0,
5. | Obtine totalitatea de egalitatati | o 1 punct
a® =2b".
6. Remarca, ca cazul a=b =0 nu face parte din domeniul valorilor admisibile. 1 punct
7 | Obtine valoarea F =% in cazul a®* =2b* si a=#0=b. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte
Remarca: Oricare alta rezolvare corectd se apreciaza cu 7 puncte.
9.2. Aritati cd nu existd numere naturale N si k care verifica relatia k® =4"+2" +1.
Rezolvare cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1. |Presupunerea absurdului, 4" +2"+1=k?, unde n,k e N . 1 punct
2. | Obtine conditia: k -numar impar, k >3. 1 punct
3. |Obtine egalitatea 2"(2" +1) = (k —1)(k* +k +1). 1 punct
4. |Deduce conditia: k—1:2". 1 punct
5. | Obtine inegalitatea k® +k +1>4" +2" +1. 1 punct
6. |Obtine inegalitatea (k —1)(k®+k +1) > 4" +2" +1. 1 punct
7. | Obtine contradictia k® > 4" +2" +1. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte




9.3. Aria triunghiului ABC este egala cu S. Pe laturile AB si BC se iau punctele H si E astfel incat

% = E_CBI - Segmentele AE si CH se intersecteaza in punctul O. Aflati aria triunghiului AOC .
Rezolvare cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctay
acordat
1. | Obtine egalitatea EC = n-BC si EB = m-BC 1 punct
(n+m) (n+m)
2. | Obtine egalitatea HA = m-AB si HB = n-AB 1 punct
(n+m) (n+m)
. . AAEB Q _m
3. | Obtine egalitatea dare —EC 7 1 punct
. . ns
4. | Obtine egalitatea Aypc = — 1 punct
5. |Traseaza ET||CH si obtine egalitatile EC = sl _n . 1 punct
EB B m
HA m(m+n
6. | Obiine cgalitatea 1 = MM+ 1 punct
HT n
. ... OA m(m+n) . m?
7. | Obtine egalitatile OF = — siAgoc = o v—— 1 punct
Punctaj total | 7 puncte

9.4. Aflati cel mai mic si cel mai mare numere naturale n,

{g} -2 {%} + {2} =2021, unde [X] reprezinta partea intreagd a numarului X.

care satisfac ecuatia

Rezolvare cu barem de evaluare

- . Punctaj
Pasul Etape ale rezolvarii acordat
1. | Cerceteaza numarul N in forma n=12k+r,unde 0<r <11, 2 puncte
n r n r n r
Obtine egalitatile | — |[=6k+| = |; |=|=4k+|=|; |=|=3k+|—]|.
S H M M M M M L punct
. : r r r
3. | Obtine egalitatea k + {E} -2 [g} + {Z} =2021. 1 punct
4. Calculeaza valorile E(r) :B}—Z[ﬂ{ﬂ pentru 0<r <11, 1 punct
5 Obtine egalitatea k —1=2021si calculeaza valoarea maxima a lui n: 1 punct
' n=12-2022+3 = 24267. P
5 Obtine egalitatea k +2 =2021 si calculeaza valoarea minimala a lui n: 1 punct
' n=12-2019+8 = 24236. P
Punctaj total | 7 puncte




9.5. Demonstrati ca pentru orice numere pozitive a, b, ¢ are loc inegalitatea
a’+b*+c*+16 .8
a’b+b’c+c’a 3

Cand are loc egalitatea?

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
Obtine inegalitatea
4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 puncte
1. (22" +b" +16) +(2b" +c” +16) + (2¢” +a” +16) >8(ab+b°c+ca). (1)
(1 punct pentru doar una din expresiile din paranteze din membrul stang)
2. | Deduce inegalititile 2a* +b* +16 = 2a* +[(b*)* +4°]>2a" +2-b*-4=2a" +8b°. 1 punct
Deduce inegalitatile 2a" +80° = 2[ (%)’ +(20)° |2 2-2a° - 2b=8a’b,
3. 1 punct
2a’ +b* +16>8a’h.  (2)
Deduce inegalitatile 2b* +c* +16>8b’c.  (3)
4, . 4 , 1 punct
2c*+a"+16>8c’a. (4)
5. | Aduna inegalitatile (2) — (4) si obtine inegalitatea (1). 1 punct
6. | Deduce ci egalitatea are loc doar pentru a=b=c=2. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte




