OLIMPIADA LA MATEMATICA
etapa raionalid/municipala, 4 februarie 2023, Clasa a IX-a

BAREM DE EVALUARE

Remarca. Rezolvarea corectd a fiecarei probleme se apreciaza cu 7 puncte.

9.1. Determinati toate functiile de gradul intdi f:R — R, care verifica relatia

%-f(x)—%-f(x—1)=3x+26.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat

1. | Scrie explicit functia de gradul intdi f : R - R, f(x) =ax+b, a,bER, a+ 0 1 punct

2. |Scrie relatia %- (ax + b) — % [a(x —1)+b] =3x+ 26, VX ER 1 punct
. . 3a a 3b

3. | Obtine egalitatea (E — 3) X+ (E Ry 26) =0, Vx€R 1 punct

4. |Pentru x = 0, din ultima egalitate obtine % + % —-26=0 1 punct

5. |Obtine relatiile —% =3si =+-2 =26 1 punct
’ ’ 460 > 23 ' 460

6. |Afla valorile a = 460 si b = 920 1 punct

7. | Afla functia f(x) = 460x + 920 si verifica ca ea satisfice conditiile din enunt. 1 punct

Punctaj total | 7 puncte

Remarca. Daca se aratd argumentat echivalentele

L -2 Fr—1) =3 +26<=>(3a 3) +(“+3b 26)—0
20 [ =33 fx =X o \A60 *T\23 " 460 =Y
a= ,

Vx €R @{b—920

si ca aceasta implica existenta unicei functii de gradul intai f, f(x) = 460x + 920, atunci se
acordd 7 p. (in acest caz verificarea nu este necesara).




9.2. Fie trapezul MNPQ cu MN || PQ, MN > PQ. Un cerc, care trece prin varfurile P si Q, este tangent
la baza MN 1in punctul B, intersecteaza laturile laterale MQ si NP in punctele A si, respectiv C astfel,
incat masura unghiului PBQ este egald cu 50°, iar unghiurile MNP si MQB sunt congruente. Aflati
masura in grade a unghiului ABC.

Rezolvare cu barem de evaluare. Solutia I

Pasul Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat

1. | Deducerea egalititii m ( BCP) = m ( BAQ). 1 punct
2. |Demonstrarea ci ABQP este isoscel si m (2 BQP) = m (£ BPQ) = 65° 1 punct
3. |Deducerea cim (£ BAQ) = 115°. 1 punct
4. |Demonstrareacd m (« CBQ) = m (£ AQB). 2 puncte
5. |Demonstrarea cim (£ ABC) = m (£ ABQ) + m (£ AQB). 1 punct
6. |Deducerea cid m(< ABC) = 65°. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte

Rezolvare cu barem de evaluare. Solutia II

Pasul Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat

1. Deducerea egalitatii m (£« MBA) = m (£« BQA) = % m (371) 1 punct
2. | Deducerea egalitatii m (2« MBA) = m (« BNP) 1 punct
3. | Demonstrarea paralelismului dreptelor BA si CP. 1 punct
4. |Demonstrarea ca patrulaterul ABCP este un trapez inscriptibil, deci un trapez isoscel. 1 punct
5. |Demonstrarea egalitatii m (£ BQP) = m (£ BPQ). 1 punct
6. |Demonstrarea ci 2m (£ ABC) = 130°. 1 punct
7. |Deducerea ci m(z ABC) = 65°. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte

9.3. Aflati toate tripletele de numere naturale nenule (n, a, b), care satisfac simultan urmatoarele conditii
1) a=b=10; 2) a-b=99...99.

n cifre

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Fa)g;%[?[
1. | Obtine relatia (b + 5)% = 10™ + 24 1 punct
2. |Obtine relatia (b + 5)2 = 23 - (2"3-5" + 3) 1 punct

Demonstreaza faptul cd 23-(2"3:5"+3) nu este patrat perfect pentrun = 4,
3. 1 punct
n € N.
4. |Pentrun =1 avem (b +5)> =34 < b =+/34-5¢N". 1 punct
5. |Pentrun =2 avem (b+5)> =124 < b = 24/31-5¢N". 1 punct
6. |Analizeaza cazul n = 3 si obtine valorile a = 37, b = 27. 1 punct
5 Verifica ca perechea (a,b) = (37,27) este unica pereche de numere naturale care 1 punct
" |satisfac relatiile din enunt, pentru care n = 3.
7 puncte




1 1 1 1 9 - B ;
9.4. Demonstratica —+—+—++—<— oricarearfin e N*, n > 2.
§ 22 32 42 n2 13

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii :gggg{
1. | Utilizarea relatiei iz <——,Vnen* 1 punct
> n (n-1)n
Scrierea relatiei: — + — + — + — + — + — + -+ — <
2. B L L A n® 2 puncte
<zH-+—+—+—+—+ -t ——=A4,.
4 9 16 45 56 67 (n-1)n
3. | Scrierea sumei A, e LTI ., 1 punct
4 9 16 4 5 5 6 6 7 n-1_n
. . 1 1,1 1 1
4. Obtinerea sumei A, =-+-+—+-—= 1 punct
i 4 9 16 4 n
5. | Obtinerea rezultatului A4,, = % — % 1 punct
6. |Demonstrarea inegalitatii A4,, = % —% < 113.\7’ ne N, n=>2. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte

. . 1 | 1
9.5. Determinati toate numerele naturale nenule n, pentru care ecuatia x - [;] +o- [x] = ﬁ are exact

22023 golutii pozitive distincte. (Aici prin [x] se noteazi partea intreagd a numarului real x).
Rezolvare cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1. Demonstreaza ca x = 1 nu este solutie a ecuatiei pentru niciun n € N™. 1 punct
. . . .1 . .
Aratd cd daca x, este solutic a ecuatiei, atunci §i — este solutie si face concluzia ca
0
2. | problema se reduce la gasirea n € N*, pentru care ecuatia are exact 22022 solutii maji | L Punct
mari decat 1.
3. | Obtine relatia D;—] = % in cazul x > 1. 1 punct
. . [x] _ n_
4. |Scrie relatia x]+x}  n+1 1 punct
5. | Obtine relatia {x} = % - [x], unde {x} reprezinta partea fractionara a numarului x. 1 punct
. : K
Obtine pentru n € N* multimea {x =k+-1k €{1,2,3,...,n— 1} } a tuturor
6. ’ ° n 1 punct
solutiilor x, x > 1, ale ecuatiei din enunt.
7. | Afld raspunsul corect n = 22022 + 1, 1 punct
Punctaj total | 7 puncte




