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OLIMPIADA LA MATEMATICĂ 

etapa raională/municipală, 4 februarie 2023, Clasa a IX–a  

 

BAREM DE EVALUARE 

 

Remarcă. Rezolvarea corectă a fiecărei probleme se apreciază cu 7 puncte. 

 

9.1. Determinați toate funcțiile de gradul întâi  𝑓: 𝑅 → 𝑅, care verifică relația  
1

20
∙ 𝑓(𝑥) −

1

23
∙ 𝑓(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 26. 

Rezolvare cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării 
Punctaj 

acordat 

1. Scrie explicit funcția de gradul întâi  𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑅, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏,   𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0   1 punct 

2. Scrie  relația  
1

20
∙ (𝑎𝑥 + 𝑏) −

1

23
∙ [𝑎(𝑥 − 1) + 𝑏] = 3𝑥 + 26, ∀𝑥 ∈ 𝑅 1 punct 

3. Obține egalitatea   (
3𝑎

460
− 3) ∙ 𝑥 + (

𝑎

23
+

3𝑏

460
− 26) = 0,    ∀𝑥 ∈ R. 1 punct 

4. Pentru 𝑥 = 0, din ultima egalitate obține  
𝑎

23
+

3𝑏

460
− 26 = 0  1 punct 

5. Obține relațiile   
3𝑎

460
= 3 și   

𝑎

23
+

3𝑏

460
= 26 1 punct 

6. Află valorile 𝑎 = 460 și 𝑏 = 920 1 punct 

7. Află funcția 𝑓(𝑥) = 460𝑥 + 920 și  verifică că ea satisfice condițiile din enunț. 1 punct 

 Punctaj total 7 puncte 

Remarcă. Dacă se arată argumentat echivalențele 
1

20
∙ 𝑓(x) −

1

23
∙ 𝑓(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 26 ⇔ (

3𝑎

460
− 3) ∙ 𝑥 + (

𝑎

23
+
3𝑏

460
− 26) = 0,

∀𝑥 ∈ R  ⇔  {
𝑎 = 460,
𝑏 = 920

 

și că aceasta implică existența unicei funcții de gradul întâi  𝑓, 𝑓(𝑥) = 460𝑥 + 920, atunci se 

acordă 7 p. (în acest caz verificarea nu este necesară). 
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9.2. Fie trapezul 𝑀𝑁𝑃𝑄 cu 𝑀𝑁 ∥ 𝑃𝑄, 𝑀𝑁 > 𝑃𝑄. Un cerc, care trece prin vârfurile P și Q, este tangent 

la baza MN în punctul B, intersectează laturile laterale MQ și NP în punctele A și, respectiv C astfel, 

încât măsura unghiului PBQ este egală cu 500, iar unghiurile MNP și MQB sunt congruente. Aflați 

măsura în grade a unghiului ABC. 

Rezolvare cu  barem de evaluare. Soluția I 

Pasul Etape ale rezolvării 
Punctaj 

acordat 

1. Deducerea egalității 𝑚 ( 𝐵𝐶𝑃̆) = 𝑚 ( 𝐵𝐴𝑄̆). 1 punct 

2. Demonstrarea că ∆𝐵𝑄𝑃  este isoscel și 𝑚 (∠ 𝐵𝑄𝑃) = 𝑚 (∠ 𝐵𝑃𝑄) = 650 1 punct 

3. Deducerea că 𝑚 (∠ 𝐵𝐴𝑄) = 1150. 1 punct 

4. Demonstrarea că  𝑚 (∠ 𝐶𝐵𝑄) = 𝑚 (∠ 𝐴𝑄𝐵).  2 puncte 

5. Demonstrarea că 𝑚 (∠ 𝐴𝐵𝐶) = 𝑚 (∠ 𝐴𝐵𝑄) + 𝑚 (∠ 𝐴𝑄𝐵). 1 punct 

6. Deducerea că  𝑚(∠ 𝐴𝐵𝐶) = 650. 1 punct 

 Punctaj total 7 puncte 

Rezolvare cu  barem de evaluare. Soluția II 

Pasul Etape ale rezolvării 
Punctaj 

acordat 

1. Deducerea egalității 𝑚 (∠ 𝑀𝐵𝐴) = 𝑚 (∠ 𝐵𝑄𝐴) =
1

2
∙ 𝑚 ( 𝐵𝐴̆). 1 punct 

2. Deducerea egalității  𝑚 (∠ 𝑀𝐵𝐴) = 𝑚 (∠ 𝐵𝑁𝑃) 1 punct 

3. Demonstrarea paralelismului dreptelor BA și CP.  1 punct 

4. Demonstrarea că patrulaterul ABCP este un trapez inscriptibil, deci un trapez isoscel. 1 punct 

5. Demonstrarea egalității   𝑚 (∠ 𝐵𝑄𝑃) = 𝑚 (∠ 𝐵𝑃𝑄).  1 punct 

6. Demonstrarea că 2𝑚 (∠ 𝐴𝐵𝐶) = 1300. 1 punct 

7. Deducerea că  𝑚(∠ 𝐴𝐵𝐶) = 650. 1 punct 

 Punctaj total 7 puncte 

 

 

9.3. Aflați toate tripletele de numere naturale nenule (𝑛, 𝑎, 𝑏), care satisfac simultan următoarele condiții 

1)   𝑎 − 𝑏 = 10;       2)   𝑎 ∙ 𝑏 = 99 .  .  .  99 ⏟      
𝑛 cifre 

 . 

Rezolvare cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării 
Punctaj 

acordat 

1. Obține relația (𝑏 + 5)2 = 10𝑛 + 24 1 punct 

2. Obține relația (𝑏 + 5)2 = 23 ∙ (2𝑛−3 ∙ 5𝑛 + 3) 1 punct 

3. 
Demonstrează faptul  că     23 ∙ (2𝑛−3 ∙ 5𝑛 + 3)     nu  este pătrat perfect  pentru 𝑛 ≥ 4,

𝑛 ∈ 𝑁. 
1 punct 

4. Pentru 𝑛 = 1  avem (𝑏 + 5)2 = 34 ⇔ 𝑏 = √34 – 5 ∉𝑁∗. 1 punct 

5. Pentru 𝑛 = 2  avem (𝑏 + 5)2 = 124 ⇔ 𝑏 = 2√31 – 5 ∉𝑁∗. 1 punct 

6. Analizează cazul 𝑛 = 3 și obține valorile 𝑎 = 37, 𝑏 = 27. 1 punct 

7. 
Verifică că perechea (𝑎, 𝑏) = (37, 27)  este unica pereche de numere naturale care 

satisfac relațiile din enunț, pentru care  𝑛 = 3. 
1 punct 

  7 puncte 
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9.4.  Demonstrați că    
1

22 
+

1

32 
+

1

42 
+⋯+

1

𝑛2 
<

9

13
    oricare ar fi 𝑛 ∈ 𝑁∗,   𝑛 ≥ 2.   

Rezolvare cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării 
Punctaj 

acordat 

1. Utilizarea relației 
1

𝑛2
<

1

(𝑛−1)𝑛
, ∀ 𝑛 ∈ 𝑁∗     1 punct 

2. 
Scrierea relației:  

1

22 
+

1

32 
+

1

42 
+

1

52 
+

1

62 
+

1

72 
+⋯+

1

𝑛2 
< 

<
1

4
+
1

9
+

1

16
+

1

4∙5
+

1

5∙6
+

1

6∙7
+⋯+

1

(𝑛−1)𝑛
= 𝐴𝑛. 

2 puncte 

3. Scrierea sumei   𝐴𝑛 =
1

4
+
1

9
+

1

16
+
1

4
−
1

5
+
1

5
−
1

6
+
1

6
−
1

7
+⋯+

1

𝑛−1
−
1

𝑛
    1 punct 

4. Obținerea sumei   𝐴𝑛 =
1

4
+
1

9
+

1

16
+
1

4
−
1

𝑛
 1 punct 

5. Obținerea rezultatului   𝐴𝑛 =
97

144
−
1

𝑛
   1 punct 

6. Demonstrarea inegalității  𝐴𝑛 =
97

144
−
1

𝑛
  <

9

13
. ∀ 𝑛 ∈ 𝑁∗, 𝑛 ≥ 2. 1 punct 

 Punctaj total 7 puncte 

 

 

9.5. Determinați toate numerele naturale nenule 𝑛, pentru care ecuația  𝑥 ∙ [
1

𝑥
] +

1

𝑥
∙ [𝑥] =

𝑛

𝑛+1
 are exact 

22023 soluții pozitive distincte. (Aici prin [𝑥] se notează partea întreagă a numărului real 𝑥). 

Rezolvare cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1. Demonstrează  că 𝑥 = 1 nu este soluție a ecuației pentru nici un   𝑛 ∈ 𝑁∗. 1 punct 

2. 

Arată că dacă  𝑥0  este soluție a ecuației, atunci  și  
1

𝑥0
  este soluție și face concluzia că 

problema se reduce la găsirea 𝑛 ∈ 𝑁∗, pentru care ecuația are exact 22022 soluții mai 

mari decât  1. 

1 punct 

3. Obține relația   
[𝑥]

𝑥
=

𝑛

𝑛+1
 în cazul  𝑥 > 1. 1 punct 

4. Scrie relația  
[𝑥]

[𝑥]+{𝑥}
=

𝑛

𝑛+1
 1 punct 

5. Obține relația {𝑥} =
1

𝑛
∙ [𝑥], unde  {𝑥}  reprezintă partea fracționară a numărului 𝑥. 1 punct 

6. 
Obține pentru 𝑛 ∈ 𝑁∗ mulțimea  {𝑥 = 𝑘 +

𝑘

𝑛
| k ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛 − 1} } a tuturor 

soluțiilor  𝑥, 𝑥 > 1,   ale ecuației din enunț. 
1 punct 

7. Află răspunsul corect 𝑛 = 22022 + 1. 1 punct 

 Punctaj total 7 puncte 

 


