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OLIMPIADA LA MATEMATICĂ 

etapa raională/municipală, 4 februarie 2023, Clasa a IX – a  

SOLUŢII 

9.1. Determinați toate funcțiile de gradul întâi  𝑓: 𝑅 → 𝑅, care verifică relația  

1

20
∙ 𝑓(x) −

1

23
∙ 𝑓(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 26. 

Soluție. Orice funcție de gradul întâi 𝑓: 𝑅 → 𝑅 are forma  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏,   𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 ≠ 0. Valorile 

parametrilor 𝑎, 𝑏 le determinăm din enunț.  

1

20
∙ 𝑓(𝑥) −

1

23
∙ 𝑓(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 26    ⇔   

1

20
∙ (𝑎𝑥 + 𝑏) −

1

23
∙ [𝑎(𝑥 − 1) + 𝑏] = 3𝑥 + 26,   ∀𝑥 ∈ R    ⇔ 

𝑎

20
∙ 𝑥 +

𝑏

20
−

𝑎

23
∙ 𝑥 +

𝑎

23
−

𝑏

23
= 3𝑥 + 26,    ∀𝑥 ∈ R    ⇔   

3𝑎

460
∙ 𝑥 +

𝑎

23
+

3𝑏

460
= 3𝑥 + 26,    ∀𝑥 ∈ R  ⇔

(
3𝑎

460
− 3) ∙ 𝑥 + (

𝑎

23
+

3𝑏

460
− 26) = 0,    ∀𝑥 ∈ R. 

Pentru 𝑥 = 0, din ultima egalitate obținem 
𝑎

23
+

3𝑏

460
= 26. Deci,  (

3𝑎

460
− 3) ∙ 𝑥=0  de unde obținem 

3𝑎

460
= 3. 

Rezultă  

{

3a

460
= 3,

   
a

23
+
3b

460
= 26

  ⟺   {
𝑎 = 460,
𝑏 = 920

     ⟹    𝑓(𝑥) = 460𝑥 + 920. 

Efectuăm verificarea: 

1

20
∙ 𝑓(𝑥) −

1

23
∙ 𝑓(𝑥 − 1) =

1

20
(460𝑥 + 920) −

1

23
∙ [460(𝑥 − 1) + 920] = 

23𝑥 + 46 − 20𝑥 + 20 − 40 = 3𝑥 + 26 . 

Astfel, există o singură funcție de gradul întâi  𝑓:  𝑅 → 𝑅, 𝑓(𝑥) = 460𝑥 + 920  care verifică relația din 

enunț. 

9.2. Fie trapezul 𝑀𝑁𝑃𝑄 cu 𝑀𝑁 ∥ 𝑃𝑄, 𝑀𝑁 > 𝑃𝑄. Un cerc, care trece prin vârfurile P și Q, este tangent 

la baza MN în punctul B, intersectează laturile laterale MQ și NP în punctele A și, respectiv C astfel, încât 

măsura unghiului PBQ este egală cu 500, iar unghiurile MNP și MQB sunt congruente. Aflați măsura în 

grade a unghiului ABC. 

Soluția I. Efectuăm un desen adecvat enunțului (vezi Figura). Avem 𝑄𝑃 ∥ 𝑀𝑁 ⇒ 𝑚 ( 𝐵𝐶�̆�) =

𝑚 ( 𝐵𝐴�̆�) ⇒ 𝐵𝑃 = 𝐵𝑄 ⇒ ∆𝐵𝑄𝑃 − isoscel. Obținem  𝑚 (∠𝐵𝑄𝑃) = 𝑚 (∠𝐵𝑃𝑄) =
1800−500

2
= 650.  

Cum patrulaterul 𝐴𝐵𝑃𝑄 este inscriptibil, atunci obținem  

𝑚 (∠𝐵𝐴𝑄) = 1800 − 650 = 1150. 

Cum patrulaterul BCPQ este inscriptibil, atunci obținem  

𝑚 (∠𝐶𝐵𝑄) = 1800 −𝑚 (∠𝐶𝑃𝑄) = 𝑚 (∠𝑀𝑁𝑃) = 
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= 𝑚 (∠𝑀𝑄𝐵) = 𝑚 (∠𝐴𝑄𝐵). 
Atunci  

𝑚 (∠𝐴𝐵𝐶) = 𝑚 (∠𝐴𝐵𝑄) + 𝑚 (∠𝐶𝐵𝑄) = 𝑚 (∠𝐴𝐵𝑄) +𝑚 (∠𝐴𝑄𝐵) = 1800 −𝑚 (∠𝐵𝐴𝑄) = 

= 1800 − 1150 = 650. 
Deci, 𝑚 (∠ 𝐴𝐵𝐶) = 650.  
Soluția II. Cum dreapta MN este  tangentă la cerc (vezi Figura), atunci obținem egalitățile 

𝑚 (∠𝑀𝐵𝐴) = 𝑚 (∠𝐵𝑄𝐴) =
1

2
∙ 𝑚 ( 𝐵�̆�). 

Deci, 𝑚 (∠𝑀𝐵𝐴) = 𝑚 (∠𝐵𝑁𝑃). 
Cum unghiurile MBA și BNP sunt corespondente referitor la dreptele BA și NP cu secanta BN, rezultă că 

dreptele BA și NP sunt paralele, fapt, care implică paralelismul dreptelor BA și CP. Patrulaterul ABCP 

este un trapez inscriptibil, care este un trapez isoscel, adică 𝐴𝑃 = 𝐵𝐶,  𝑚 (∠𝐴𝐵𝐶) = 𝑚 (∠𝐵𝐴𝑃) =
𝑚 (∠𝐵𝑄𝑃) , deoarece patrulaterul ABPQ este inscriptibil. Cum dreptele MN și PQ sunt paralele, atunci 

obținem relațiile  

𝑚 (∠𝐵𝑄𝑃) =
1

2
∙ ( 𝐵𝐶�̆�) =

1

2
∙ ( 𝐵𝐴�̆�) = 𝑚 (∠𝐵𝑃𝑄). 

Rezultă că 2𝑚 (∠𝐴𝐵𝐶) = 2 𝑚 (∠𝐵𝑄𝑃) = 𝑚 (∠𝐵𝑄𝑃) +  𝑚 (∠𝐵𝑃𝑄) = 1800 −𝑚 (∠𝑃𝐵𝑄) = 1300. 
Astfel, 𝑚 (∠ 𝐴𝐵𝐶) = 650. 

9.3. Aflați toate tripletele de numere naturale nenule (𝑛, 𝑎, 𝑏), care satisfac simultan următoarele condiții 

1)   𝑎 − 𝑏 = 10;       2)   𝑎 ∙ 𝑏 = 99 .  .  .  99 ⏟      
𝑛 cifre 

 . 

Soluție. Presupunem că  numerele naturale nenule 𝑛, 𝑎 și 𝑏 satisfac condițiile 1) și 2) din enunț. Formăm 

sistemul de ecuații: 

{
𝑎 − 𝑏 = 10

   𝑎 ∙ 𝑏 = 99 .  .  .  99 ⏟      
𝑛 

  ⟺   {
𝑎 = 𝑏 + 10

𝑏 ∙ (𝑏 + 10) = 99 .  .  .  99 ⏟      
𝑛 

 

⟺   {
𝑎 = 𝑏 + 10

𝑏2 + 10 ∙ 𝑏 + 25 = 100  .   .   .  00⏟        
𝑛

+ 24  ⟺      {
𝑎 = 𝑏 + 10

(𝑏 + 5)2 = 10𝑛 + 24,   𝑛 ∈ 𝑁
 

⟺  {
𝑎 = 𝑏 + 10

(𝑏 + 5)2 = 2𝑛 ∙ 5𝑛 + 23 ∙ 3
    ⟺   {

𝑎 = 𝑏 + 10
(𝑏 + 5)2 = 23 ∙ (2𝑛−3 ∙ 5𝑛 + 3)

  . 

Din egalitatea (𝑏 + 5)2 = 23 ∙ (2𝑛−3 ∙ 5𝑛 + 3) rezultă că dacă 𝑛 ≥ 4, 𝑛 ∈ 𝑁, atunci 2𝑛−3 ∙ 5𝑛 + 3 este 

impar, de unde rezultă că numărul 23 ∙ (2𝑛−3 ∙ 5𝑛 + 3) este divizibil cu 8, dar nu este divizivil cu 16, 

deci, nu este pătrat perfect. Cum acest număr este un pătrat perfect, rezultă că rămân a fi studiate doar 

cazurile 𝑛 ∈ { 1, 2, 3}. Pentru 𝑛 = 1  avem (𝑏 + 5)2 = 34 ⇔ 𝑏 = √34 – 5 ∉𝑁∗.  Pentru 𝑛 = 2  avem 

(𝑏 + 5)2 = 124 ⇔ 𝑏 = √124 − 5 = 2√31 – 5 ∉𝑁∗. Pentru 𝑛 = 3 avem (𝑏 + 5)2 = 1024 = 322. În 

acest caz obținem unica pereche de numere naturale nenule care satisfac enunțul: 𝑎 = 37, 𝑏 = 27. Pentru 

aceste numere avem 𝑎 − 𝑏 = 10,  𝑎 ∙ 𝑏 = 37 ∙ 27 = 999. Astfel, există un singur triplet de numere 

naturale  care satisfac relațiile din enunț : 𝑛 = 3, 𝑎 = 37, 𝑏 = 27. 

9.4. Demonstrați că  
1

22 
+

1

32 
+

1

42 
+⋯+

1

𝑛2 
<

9

13
    oricare ar fi 𝑛 ∈ 𝑁∗,   𝑛 ≥ 2.   

Soluție.  Estimăm suma dată 

1

22 
+
1

32 
+
1

42 
+
1

52 
+
1

62 
+
1

72 
+⋯+

1

𝑛2 
< 
1

4
+
1

9
+
1

16
+

1

4 ∙ 5
+

1

5 ∙ 6
+

1

6 ∙ 7
+ ⋯+

1

(𝑛 − 1)𝑛
= 
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=
1

4
+
1

9
+
1

16
+
1

4
−
1

5
+
1

5
−
1

6
+
1

6
−
1

7
+⋯+

1

𝑛 − 1
−
1

𝑛
   =   

1

4
+
1

9
+
1

16
+
1

4
−
1

𝑛
 = 

=  
72 + 16 + 9

144
−
1

𝑛
 =    

97

144
−
1

𝑛
  . 

Avem    

97

144
−
1

𝑛
  <

9

13
  ⇔  −

1

𝑛
 <

9

13
−
97

144
=  
9 ∙ 144 − 13 ∙ 97

13 ∙ 144
=   
1296 − 1261

13 ∙ 144
=

35

1872
    

⇔   −
1

𝑛
<

35

1872
, 

inegalitate adevărată pentru orice 𝑛 ∈ 𝑁,   𝑛 ≥ 2. 

9.5. Determinați toate numerele naturale nenule  𝑛  pentru care ecuația  𝑥 ∙ [
1

𝑥
] +

1

𝑥
∙ [𝑥] =

𝑛

𝑛+1
 are exact 

22023 soluții pozitive distincte. (Aici prin [𝑥] se notează partea întreagă a numărului real 𝑥). 

Soluție. Pentru 𝑥 = 1 obținem 1 ∙ [
1

1
] +

1

1
∙ [1] = 1 ∙ 1 + 1 ∙ 1 = 2 ≠

𝑛

𝑛+1
, oricare ar fi 𝑛 ∈ 𝑁∗. Deci, 

𝑥 = 1 nu este soluție a ecuației pentru nici un număr natural  𝑛 ∈ 𝑁∗.  

De asemenea, dacă 𝑥0 este o soluție pozitivă a ecuației, atunci și  
1

𝑥0
  este soluție: 

1

𝑥0
∙ [

1
1

𝑥0

] +
1
1

𝑥0

∙ [
1

𝑥0
] =

1

𝑥0
∙ [𝑥0] + 𝑥0 ∙ [

1

𝑥0
] = 𝑥0 ∙ [

1

𝑥0
] +

1

𝑥0
∙ [𝑥0] =

𝑛

𝑛+1
. 

Deoarece 𝑥 > 1 ⇔  0 <
1

𝑥
< 1, problema se reduce la găsirea numerelor naturale  𝑛 ∈ 𝑁∗, pentru care 

ecuația are exact 22023: 2 = 22022 soluții mai mari decât  1.  

Fie 𝑥 > 1  o soluție. Atunci, 0 <
1

𝑥
< 1 și, deci, [

1

𝑥
] = 0. Ecuația se rescrie astfel: 

𝑥 ∙ 0 +
1

𝑥
∙ [𝑥] =

𝑛

𝑛 + 1
   ⇔    

[𝑥]

𝑥
=

𝑛

𝑛 + 1
   ⇔   

[𝑥]

[𝑥] + {𝑥}
=

𝑛

𝑛 + 1
   ⇔ 

  (𝑛 + 1)[𝑥] = 𝑛([𝑥] + {𝑥})  ⇔   [𝑥] = 𝑛{𝑥}    ⇔   {𝑥} =
1

𝑛
∙ [𝑥], 

unde {𝑥} reprezintă partea fracționară a numărului 𝑥. 

Notăm [𝑥] = 𝑘 ∈ 𝑁∗. Atunci 0 < {𝑥} < 1 ⇔    0 <
𝑘

𝑛
< 1   ⇔    𝑘 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛 − 1}.  

Deci, ecuația are exact 𝑛 − 1 soluții mai mari decât 1, și anume: 𝑥 = 𝑘 +
𝑘

𝑛
,  cu 𝑘 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛 − 1}.  

Așadar, conform cerințelor,  𝑛 − 1 = 22022, adică 𝑛 = 22022 + 1. 

Prin urmare, pentru 𝑛 = 22022 + 1 ecuația inițială are exact 22023 soluții pozitive distincte. 

 


